Développement : Réduction de Jordan par la dualité

Or, u étant nilpotent d’indice ¢, si k& > ¢, on a u*(z) = 0 donc finalement, on
obtient Agud~1(x) # 0. Comme on a pris soin de choisir z tel que u4~1(x) # 0,
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Développement (Réduction de Jordan d’un nilpotent par la dualité)
Soit v € N(FE) d’indice q.

Lemme 1 Pour tout vecteur z € E tel que u?~!(z) # 0, la famille
Bu,m = (ZC7 u(m), v 7uq_1($>)
est libre et F' = Vect(B, 4) est stable par u.

Lemme 2 L’endomorphisme ' de E* est nilpotent d’indice ¢ et il existe p € E*,
x € E tels que F' = Vect(B, ;) et G = (Vect(Burw))o soient supplémentaires dans
FE et stables par u.

Théoreme 3 1l existe une base B de F et desentiersdy =q¢>ds > --->d. > 1
tels que Matg(u) = Diag(Ja,, Jay, - - -, Ja,.), ol Ji est le bloc de Jordan de taille k.

Théoréeme 4 (Réduction de Jordan) Soit u € L(E) tel que x, est scindé.
Soient Ay, ..., A\, les valeurs propres deux & deux distinctes de u. Alors, pour tout
J € [1,m], il existe des entiers d;; > --- > d;,, > 1 et il existe une base B de E
telle que

Matlg(u) = Diag()\lldlyl +Jd1’1, RN )\1](1177,1 +Jd1,T1 Sy AmImyd”m,,rm +Jdm,,7‘m)'

Cette matrice est appelée réduite de Jordan de u.

o Preuve du Lemme 1 : Comme u est d’indice de nilpotence ¢, ’endomorphisme
w9~ de E est non nul, donc le lemme ne porte pas sur une propriété vérifiée
par lensemble vide (ouf). Soit donc z € E tel que ui~(z) # 0 et soient
A0y -+ Ag—1 € K tels que

Moz + Mu(z) + -+ Ng_gu? () = 0.
En appliquant u?~! & cette égalité, on trouve

Aout ™ () + A () + 4 Agau® () = utH(0) = 0.

on obtient Ag = 0. Soit alors p € [1, ¢ — 1] tel que pour tout ¢ € [0,p—1], A\; = 0.
On a
AP () + Apr1uPTH @) + .o+ Ao u? T (z) = 0.

En appliquant u?~P~! & cette égalité, on obtient
Apu? (@) + Nprud(z) + .o A w? TP () = u?PTH0) = 0,

d’olt d’apres le méme raisonnement qu’au-dessus, A, = 0. Par récurrence finie,
on conclut que tous les A; sont nuls donc By, = (z,u(x),...,u?"(x)) est libre.
En particulier, si F' = Vect(B,, ), alors dim(F') = #B,,, = q. L’espace vectoriel
F est de plus stable par u car si y = Aoz + ...+ A\j_1u?"1(z) € F, alors

u(y) = Aou(®)+. ..+ g—2u? () + N 1u?(z) = Nou(z)+...+Xg_oui ! (z) € F.
Ceci conclut la preuve du Lemme 1.

Preuve du Lemme 2 : Rappelons que v est endomorphisme de E* défini par :
Yo € E*, u'(p) = ¢ owu. Alors, on voit directement par associativité de la
composition Vk € N,V € E*|

@) () = pouoc--ou=pout = (k) (p),

d’on (uT)k = (uk)—r Ainsi, on a (uT)? = (u9)" = (Og(m)) " = Og(pey, donc u’”
est nilpotent. Son indice de nilpotence est encore ¢q car (uT)qf1 = (uqfl)—r # 0.
Par conséquent, il existe ¢ € E* telle que (uT)q_l(go) # 0. Soit alors z € E tel
que (uN)" ' (p)(z) = (poutt)(z) # 0. En particulier, on a ud~1(z) # 0. En
gardant les mémes notations que dans le Lemme 1, on pose

H = Vect(B, ,) < E* et I =Vect(B,.,)<E.

D’apres le Lemme 1, H est stable par u ', F est stable par u et ces espaces sont
de dimension dim(H) = dim(F') = q. Posons

G=H°={xcE|V)cH, ¢(z)=0}<E,

et montrons alors que G est stable par u. Soit x € G, il s’agit de montrer que
u(z) € G, c’est-a-dire que

vy € H, ¢(u(x)) = 0.
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Soit ¢ € H. On a ¢(u(z)) = (Y ou)(z) = u' (¢)(x). Or, H est stable par u'
donc u' (¢)) € H et comme x € G = H°, on a u' (¢)(z) = 0. Finalement, on a
bien u(x) € G ce qui prouve que G est stable par u. Comme

dim(G@) = dim(F) — dim(H) = dim(E*) — dim(F),

on a dim(F') + dim(G) = dim(E). Alors, pour montrer que F @& G = E, il suffit
de montrer que F NG = {0}. Soit donc y € FNG. Comme y € F, il existe
Aoy --sAg—1 € K tels que y = Aoz + -+ + A\g_qu? ! (z). Alors, en appliquant
u9~1 puis ¢, on obtient

P(ut™H(y) = dop(u (@) + -+ Agmrp (U (2)).

Or comme dans la preuve du Lemme 1, si k > ¢, u*(z) = 0, et de plus y € G
qui est stable par u donc u?~!(y) € G et ainsi

0= (y)) = lop(u’ (z)).

Comme z a été choisi tel que p(u?"'(z)) # 0, on obtient A\g = 0. Le méme
raisonnement par récurrence que dans le Lemme 1 montre alors qu’en fait tous
les A; sont nuls, donc y = 0. Finalement, F N G = {0} donc F & G = E. Ceci
conclut la preuve du Lemme 2.

Preuve du Théoréme 3 : Montrons par récurrence sur n € Ny que pour tout
K-espace vectoriel E de dimension n, pour tout v € L£(E) nilpotent d’indice g,
il existe une base B de E et des entiers d1 = ¢ > dy > --- > d,, > 1 tels que
Matg(u) = Diag(Jdl, sz, ey Jdr)'

- Si dim(E) = 1, le seul endomorphisme nilpotent de E est ’endomorphisme
nul, donc toute base convient, et r = 1,d; = 1.

- Soit n € Nyy. Supposons la propriété vraie pour tout espace vectoriel de
dimension < n—1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et soit u € L(E)
nilpotent d’indice q. D’apres le Lemme 2, il existe ¢ € E* et x € E tels que
F = Vect(B,;) et G = (Vect(B, ,,))° sont stables par u et supplémentaires
dans E. Alors, on voit que la matrice de u|r dans la base B, , est

0 (0)
1

Matgm (U|F) =
(0) . 1. 0

Ainsi, en renversant l'ordre dans la base B, ;, i.e en considérant la base
BP, = (u?(x),u?2(x),...,u(x),z), on voit que Matger (up) = Jg. Si

q =, on a terminé, et sinon dim(G) > 1 et en complétant B;P, en une base

B de E a l'aide d’une base E& de G, comme G est stable par u, on obtient

Matz(u) = ({)q Matgg (U|G)> '

Or, u|g est un endomorphisme de G nilpotent d’indice g¢ < ¢ (car u? =
0 = (u)? = 0) et dim(G) < n — 1. Ainsi, par hypothese de récurrence, il

existe une base Bg de G et des entiers do = qg = --- > d, > 1 tels que
Matg, (vja) = Diag(Ja,, - - -, Ja,). Alors, dans la base B = ByP, U Bg de E,
on a

Matg(u) = Diag(Ja,, Jay, .-, Ja,) avecdi =q>dy=qg>--->d, >1,

qui est exactement la forme annoncée, ce qui conclut la récurrence et achéve
la preuve du Théoréme 3.

Preuve du Corollaire 4 : On conserve les notations de 1’énoncé. Pour k € [1,m],
on note N = Ker((u - )\kid)o"c) les sous-espaces caractéristiques de u. D’apres
le lemme des noyaux, on a E = N1 @ - - - & N,,. Fixons k € [1,m]. Le sous-espace
caractéristique Vi est de dimension oy, stable par u et la restriction de u — Agid
a Ny, est nilpotente. Ainsi, d’apres le Théoréme 3, il existe By une base de Ny
et des entiers dy 1 > -+ > djr, = 1 tels que

Mats, ((u — \kidp) v, ) = Diag(Jay1s- -5 Jay ., )-
Or, UIN, = )\kide + (U — )‘kidE)\Nk donc

Matgk (U\Nk) = )\klak + Diag(Jdkﬁl, ey Jdk,rk)
= Diag()\kfdkyl + Jdk,,l’ ceey )‘kjdk,rk + Jdk,rk )

SiB=ByU---UB,,, alors B est une base de E dans laquelle la matrice de u est
exactement de la forme

Matg(u) = Diag()\lldl,l+Jdl,1’ ceey Al[dl,n +Jd1,r1 ey /\mlﬂhdm,rm+Jdm,rm)'

Ceci prouve le Théoréme 4 de réduction de Jordan.
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